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moduli　spaceを考えようとしたわけです．実際simple　sheafのmoduli　space　Spl㍉sは
Splcpx葵／sの中にopen　8ubspaceとして入っていて，～方Rφはmoduli　spaceの間の同
型Splcpx2与Splcpx2を導きます．他の種類のR）urier－Mukai変換やdualizing　functor
も同様にcomplexのmoduli　spaceの間の同型を導きます．
　derived　categoryの対象のmoduli　spaceの具体例としてBridgeland氏により導入され
たρerverse　p◎輌nt　sh㈱£のmoduli　spaceというものがあります．これは8◎pの構成をする
という驚くべき応用を持っています．
　（これとは別に，coherent（c◎）systemのmo由鐵spaceも～つの例になっていると講演で
は話しましたが，これは私の勘違いであることを吉岡康太さんに指摘して頂きました．ご
めんなさい．）
　以下に定理の証明の方針を述べます（詳細は［61参照）．
　まず5上locally　of　6nite　typeなscheme　Zとsmoothな全射φ：Z→Splcpx㍉sを見
つけます・これができればR・＝Z×spl・p蘇Zとおいたとき・RはZ・・Zの・ub・ch・m・
となることがわかり，2r／Rとしてmoduli　spaceが実現されます．（ここの証明ではbase
change　the◎理などを用いていますが，本質的にはここがうまく行くようにSplcρx覇5の
定義で条件（＊）を仮定したわけです．）
　Z，φをどのように見つけるかを考えます。任意にge◎雄磁c　point　E∋∈Sρ1CPXx〆5（W）
を取ります．整数Z，1’で，kl’と茗＞1について宮＝◎となるものを取ります．このとき
0《mε《ml＿1《…《m仲1《m匡《…と取れば，
γ：…→陪⑭Oxκ（剛∂ぷ．、⑧o。。（一獅1）→…一今η⑧Oxκ（一物）
という形のcomplexとquasi－isomorphismγ◆→E’が存在することがわかります．そ
こで，
誇一2蓼OXx（＿卿．2戸奪2砕一、⑧oぎκ（＿獅．、）→一．→巧㊤ロx。（＿づ
という形のc◎mplexで1’－1番目で完全となっているものをparameterイ寸けするscheme
σを取ります．σを適当なopen　subschemeに取りかえた後に
・・k・・♂’－2→巧弔⑭Ox。（－m、’＋、）→…→防⑭Ox。（－ml）
というcomplexの族によりs㎜ooth　morphismσ→Splcpx㍉ぷが定義され，この像は初
めに固定したE’を含むように出来ます．このようなσたちを集めてZを作ります．　自
　U→Splcpx膨5のsm◎◎癒nessの証明は複雑なので説明しませんが，次の事実を用いて
いることだけは注意しておきます．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
R・m訂kL2（i）Sρ1・⇒。のEでの（・e1・ti・・）W・・t・ρ…はE・t1（E°，E’）で
　　ある．
（ii）liftingのobstructionはExt2（E◆，E◆）にある．
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2　Aremark　on　the　construction　of　known　moduli
spaces
　ここではcomplexのmoduli　spaceを作るアイデアを用いて既知のmoduli　spaceの構
成を再考してみることにします．
Example　2．1　Quot－scheme（Hilbert　scheme）について．
　∫：X→5をnoether輌an　schemeの間のHat　projective　morphismとします．5Lample
line　bundle　Ox（1）を固定します．簡単のため5は連結と仮定します．　P（π）をnumerical
polynomialとし，Fを5上且atなcoherent　Ox－moduleとします．関手
　　　QuotC：（Sch／5）°→（Sets）：
　　　　　　T→｛珀⊂苛・㌶㌫蒜盤㌃認蒜『剖
を表現するschemeがQuot－schemeと呼ばれるものでした．もちろんこれはよく知られた
基本的な概念ですが，従来のHattening　strati丘cationを用いた証明とは少し違う構成法を
考えてみます．
　まずQuo娼のgeometric　pointの族の有界性は認めて話を進めます（［8］，　Th　1．13参照）・
　ml》oと取れば，任意のgeometric　pointρ＝［κ1⊂乃ζ］∈Quot款K）について，i＞o
に対し産（Fκ（m1））＝0，H％Kl（ml））＝0で，κ1（m1）がglobal　sectionで生成されると
して良いです．レi：ニHO（κ1（m1））とおいて
　　　　　　　0－→・κ2－→U⑧Oxκ（－m・）一→K・→0（exact）
とおきます．さらにm2》m1と取れば，　QuotCの任意のgeometric　point　pについて，
疋（Ox。（m2－m1）＝0，　H％K2（m2））＝0（i＞0）で，κ2（m2）がglobal　sectionで生成さ
れるとして良いです．巧：＝∬0（K2（m2））とおいて完全列
陥⑧Oxκ（－m2）→Vi⑧Oxκ（－m・）→取
が出来ます．このような完全列をparameter付けすることによりQuot－schemeの構成を
考えることにします．
　まずr1：＝dim陥，　r2：＝dim陥とおきます．これらは上で取ったgeometric　point
p∈Quo娼（K）の取り方によらず一定です．　Z1：＝Grass。、（∫．（F（ml）））とおき，Vi⊂
∫．（F（m1））⑧Oz、をuniversal　subbundleとします．　Z2：＝Grass。，（防⑭∫．（Ox（m2－m1））
とおいて巧⊂陥⑧∫．（Ox（m2－m1））⑧Oz、をuniversal　subbundleとします．このと
き，homomorphismの列
　　　　　　　　ち⑧Ox。、（一m2）⇒触0・。、（－m・）」垣乏、
が導かれます．Z2⊃γを∂1。∂2＝0で定義されるclosed　subschemeとします．κ1：＝
coker（d2）γとおけば↓：κ1→ルが導かれます．そこで
γ’・一 ｛・∈γ1・・k・・＠）・X・b）→F（・）…司ec・…｝
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とおけば，1111，Theorem　22．5よりγ’はyのopen　subschemeで，↓y’は単射となり，
E：＝coker　Ly，はγ’上Hatとなります，κ2：＝ker（（d1）γ’）とおきます．
咋
／・ア撒露竃㌘㌫（κ2（ρ）（物））｝
はγ’のopen　subschemeとなり，（κ1）Y〃⊂昂〃によりmorphism
　　　　　　　　　　　　　　α：れY”→QuotC
が出来て，これは同型となります、
　（証明）任意にy＝［κ1⊂坊］∈QuotC（T）を取ります．完全列
◎一→κ2－→（丘．）（κ1（m1））⑭OXT（－m1）→κ1→o
によりκ2を定めます．このとき，
　　　　　　｛　　 　（方＊）（κ1（m1））⊂∫＊（F（m1））⑧OT，
　　　　　　　（∫T。）（κ2（m2））⊂（了丁。）（κ・（殉））⑧∫。（Ox（物一鞭））
により灘∈Z2（T）が定まります．作り方より鐙∈y”（T）となり，α（T）（¢）ニyとなりま
す．よってα（T）は全射となります．
　次に¢1，¢2εγ”（τ）でα（τ）（¢1）＝α（T）（¢2）となるものを取ります．各τiはsubbundle
　　　　　　　　　　　｛　　　　　 咋）⊂了。（百（m1））⑭OT，
　　　　　　　　　　　　匂の⊂匂の⑧ム（Ox（π膓2ヲη、））
鮒応しているとします．匂・⑭・x。（　…ηZ2）勤・・⑧・x。（－m、ぽ苛を酷さ抽
完全列とします。K｛ゴ）：＝c◎ker　4穿），κ1り：＝ker　dlりとおきます．α（T）（晦）ニα（τ）（露2）な
ので可換図式
　　　　　　　　　　　　　　　κ！1）一・再
　　　　　　　　　　　　　　　θ、↓～　　‖
　　　　　　　　　　　　　　　κ｛2）一・苛
が出来ます．θ1から可換図式
　　　　　　　W1）ら∫T。（K｛1）（m1））→み（F（m1））⑧OT
　　　　　　　∂1↓～　　　　～↓HO（θ1（πw1））　　　　　　　‖
　　　　　　　W2）与∫T．（κ｛2）（m1））→∫．（F（m1））⑧OT
ができます．さらに完全可i換図武
　　　　　◎一→　κ；1）一→W1）⑧OXT（－m1）→κ｛1）一→◎
　　　　　　　　　θ2↓～　　　　　　～↓∂ユ⑧1　　　　　　～↓θ1
　　　　　0→κ12）一→W2）⑭Ox。（｝ητ1）→κ｛2）→0
4
ができて可換図式
　　　　　　匂1）らた．（κ11）（m、））→㎡1）⑧∫．（Ox（m、－m、））
　　　　　θ2↓～　　　　～↓万o（θ2｛m2））　　　　　　　　～↓穎乏⑧1
　　　　　　匂2）∋方．（κ；2）（m、））一・1？2）⑭み（Ox（m、－m、））
が導かれます．よって簸＝物垣γぺT）（⊂γぽ））となります．以上よりα（苦）が単射と
なることもわかって証明が完結します．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　タ：X→5がaatとは限らないpr◎ject輌∨e　m◎巧hismで，　Fも5上6atとは限らない
coherent　sheafのときのQuot－scheme　QuotCのrepresentabilityは，［［1］，　Theorem（2．6），
Step　I］の論法で，上で述べたHatの場合に帰着されます．構成されたQuot－schemeが
projectiveとなることはvaluative　criもerion（例えば｛4］，　IV，（2．8．1））からわかります．
Examlρk　2．2　sem輌s≧ble　sheafのm◎du益spaceについて．
　semistable　sheafのmoduli　spaceの構成はQuot－schemeを用いた構成法（［13Dが一般
的によく知られていると思いますが，ここではそれとは少し違って，quiv在varietyに埋め
込むことによりmoduli　spaceを構成する方法を考えてみます．（厳密に証明を書くととて
も長くなってしまうので，難しいところは引用で済ませて，証明の概略のみを書くことに
します，）
　Xを代数的閉体☆上のprojective　schemeとし，Ox（1）をample　line　bundleとします．
X上のc◎herent　sheaf　Eの（Ox（1）に関する）Hiibert　poiynomiaiは
　　　　　　　　卿一曇綱ぐ芸）㎏（E）・・）
と書けます．（以下このn◎tat沁澄を用います．）
1）efinition　2．3　X上のcoher題t　sheaf　Eがpurely　d－dimensionalとは，君≠0で，任意
のnon－zero　coherent　subsheaf　F（：Eについてd孟m　Supp　F＝∂となることを言います．
De6垣t沁灘2＆X上のρure垣ぴd撫ens沁nal　coherem　sheaf　Eがstable（se面s垣ble）と
は，0〈αo（F）〈αo（E）となる任意のcoherent　subsheaf　F⊂Eについて
x｛F（れ））／句（F）〈x（E（π））／侮（露）まbrπ》◎
　　　　　（resp．≦）
が成り立つことを言います．
　Hilberり◎』omial　P（η）を固定したse面stable　sheafの族の有界性の問題は正標数の
場合長い間未解決でしたが，最近Langer氏によ三）て解決されました．（［9］参照．）
　この有界性は認めて十分大きい整数πり》m1》π10》0を固定します．　Hilbert
polynomia1　P伽）を持つsemistable　sheaf　Eに対し陥：＝H◎（E（mo））とおき，κ1：＝
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k・・（レ6⑭Ox（－mo）→E），陥・鴬H°（κ・（m・）），κ・・＝k・・（防⑧Ox（－m・）→κ・）・
砺：ニH◎（κ2（m2））とおきます．すると完全列
　　　　巧⑭Ox（－m，）→苗⑧Ox（一司一→v6⑧σx（－m・）→E→◎　（1）
ができます．このような完全列をρ碇ame轍付けすることによりsemis垣ble　sheafの
moduli　8paceを構成することを考えます．
　　A・＝H・m（巧，γ1⑧H°（Ox佃2－m）））ΦH・m（巧，％⑧H°（Ox（仇・¶・）））
とおき，これをa伍ne叩aceと見なします．　A上にはuniversal　family
　　　　　　汚⑧Ox。（一ηz2）一ぼ巧⑧Ox。（－m1）真陥⑧Ox。（－mo）
があります．G：＝σL（陥）xσL（防）×GL（陥）とおけばGはAに自然に作用します．
chaぎacter
　　　　　　X：G・→Gm；　（go，g1，g2）ト＞det（go）αo　det（g1）α1　det（g2）α2
を
　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　αo：＝di㎜V2十2V　dim　Vl，
　　　　　　　　　　　　　　α1：＝一∧ア〈1三m拓，
　　　　　　　　　　　　　　α2：＝－dim陥
とおくことにより定義します．ここでN＞0は整数とします．以下の定義は［7］，1）e丘nition
L1の特別な場合です．
D。且。i・i。。2．鞠一輌0。（一・・，）4当）U㊦0。（禰、牌）緬Ox（－m。）1・Aが
（Xに関して）stable（resp．　semistable）とは次が成り立つことを言います：
　vec勧r　subs鱒ces恥⊂巧，肌cyi，孤⊂陥が与えられて可換図式
　　　　　助⑧Ox（～m2）　一→　隅⑭Ox（－m1）　一→　Wb⑧Ox（イ几o）
　　　　　　　　↓　　　　　　　　　↓　　　　　　　　　↓
　　　　　巧⑧Ox（…m2）鵠u⑧Ox（－m、）轡陥⑧Ox（－7η◎）
を満たして（0，0，0）≠（Wb，W1，ワ陥）≠（V6，Vi，陥）となるとき，αo　dim　Wb＋α1　dim肌＋
α2dim　W2＞0（resp．≧0）となる．
　、4（X）3び：＝｛y∈．4bは（Xに関して）semistable｝と置けば，quive壬varietyの～般論（｛71
参照）よりA（X）88はAのopen　setとなり，GIT　quotient、4（X）88〃Gが存在してquasi－
pmjectiveとなります．
　、4⊃yを∂1。d2＝0で定義されるclosed　subschemeとします．
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はγの◎pen　subsc畑meとなります．
　方針としては，m2》ml》mo》0と取ることによりZ（：A（X）85を示し，GIT
quotient　Z／／Gとしでsemistable　sh㈱fのS－equival¢rlce　classのcoar8e　moduli　schemeを
作りたいわけです．
Lemma　2．6十分大きい整数m◎が存在して，　m≧moとなる任意の整数mと，H品erも
polynomialがP（η）となるX上の任意のsemistable　8heaf　Eについて以下が成り立つ：
　（i）E（m）はglobal　sectionsで生成され，乞＞0についてH輌（E（m））＝0．
（菰）2の任意の巫泣er◎e迫eτe滋8ubsheaf　Fについて，
　　　　　　　　　　　・・mH°（F（m））≦ii｛芸｝d・mH°（E（m））・
　　さらに等号成立はηに関する多項式としてx伊（n））／αo（F）＝x（E（η））／αo（E）とな
　　ることと同値．
証明は｛1q，　Pr◎P◎sitめn　4．10参照．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
上のLemmaを満たすmoを一つ固定することにします．
Proposition　2．7十分大きい整数m1が存在して，m≧mlなる任意の整数m1に対し
て十分大きい整数吟が存在して，m2≧蝿なる任意の整数m2に対して，　Z（⊃4（x）3S
となる．さらにy∈Zについて，c◎k〈鷺d1（y）がstable頭eafならyはδのs捻艮e　p◎iぱと
なる．
　Proo♪　まず，　Hilbert　polynomial　P（η）を持つX上のsemistable　sheaf　Eとvector
subsρace　y≠⊂HO（疎7鞠））に対しV’⑧Ox（－mのく→澄o（E（mo））⑧Ox〈－mの→Eの
像を理（Vうと書くことにします．すると
ア：＝　E’（γノ）　　　　　　　　，　　．｛納㍑舞麟㌶t賜r°nlial｝
は有界な族となります．鞠に関してLemma　2．6（亘）が成り立つことを用いれば，十分大
きい整数m～が存在して，任意のm1≧γちに対し十分大きい整数吟が存在して，任意の
m2≧吟と任意の習（γ’）∈アに対し
・W）（mo））≦（九゜（°x（篇識当縣艦ii≡鵠W）（m2））P（m・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
と出来ます．さらに，κ｛：＝ker（γ’⑳Ox（一η10）→E’（V’）），五る：＝ker（H◎（1q（m1））⑧
Ox（　7γZ1）→κ｛）と置いた時に，1ζ｛（γγL1）とκ〉（m2）がともにglobal　sectionsで生成さ
れ，‘＞0について∬‘（κ｛（ml））ニ0，万6（K6（m2））＝0として良いです．
　さて，y∈Zを任意に取ります．図式
続㊦Ox（－m2）→W⑧Ox（一物）→W砲Ox（－m・）
　　　↓　　　　　　　　　↓　　　　　　　　　↓
巧⑭0。（　m2）当～U⑧Ox（－m、）鯉陥⑧0。（－m。）
鱒
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を可換にするようなvec柏啓ubspaees肌⊂陥，W1⊂孔，ち⊂陥が与えられたとします．
恥⑳Ox（一π10）→陥⑧Ox（－mo）→coker　d1（y）の像E’（恥）を考えます．　E’（孤）に対
して先程の議論と同様にしてK｛，現を定めてW｛：＝HO（κ｛（m・）），例：＝HO（κ6（m2））
と置けば，W1ぐ町⊂巧，恥⊂例（二巧となります．そして
九〇（E’（晩）（m1））＝九〇（Ox（m1－mo））dim　Wb－dim　1昭
九゜（E’ぽ）（m2））＝ゐ゜（Ox（m2－m。））dim恥一ゐ゜（Ox（m2－m、））d輌m町袖im喝
となることに注意すれば，不等式（2）から
（d輌mレ〉十」Vd輌m　yl）d輌m　Wb一ハ「d輌mレ6　di］餓肌一dimレ5（量汕1肌≧（）
となることがわかってy巳4（x）88となります．
後半の証明も上の議論と同様にしてわかります．　　　　　　　　　　　　　　　■
P（・）一
曇砺（P）（η芸り
と書いたとき，◎＜アく句（P）となる任意の整数アに対し，Lemma　2．6とPτoρos垣on　2．7
が，P（η）の代わりにP（η）／rについても成り立つとしておいて良いです．
π：yΩ、4（x）88－→y∩・4（x）88〃θ
をquotient　mapとします．すると次が言えます．
Lemma　2．8πづ（π（Z））亡Z．
　Prooφ任意にy∈ズ1（π（Z））を取ります．するとヨ〆∈Zでπω’）＝π（y）となります．
c◎ker∂1（めの3◎rdan－H61der　61trati◎n◎＝面）ぐ昂⊂…（：易＝coke埼（y’）を取りま
す．各冗に対して，（1）と同様の方法でresoluti◎n
らり⑧Ox（－m2）一→M（り⑧Ox（－m1）一→ぼり⑧Ox（－mo）→瓦一→0
を取ります．y‘：＝［冑毒）⑧Ox（－m2）→レ㍗）⑧Ox（－m1）→琉《）⑧Ox（－mo）1と置け
ば，61tration　O＝yo⊂yl　C…⊂yl＝y’が出来ます．（D；＃1　yi／腕＿1に対応する．4の点
をy”とするとき，｛7L　Pr◎P◎sitめn　3．2よりπ（y”）＝π（y’〉＝π（めとなり，謬”の（㌫◎rb輌t
はdosedとなります．　y”は㊥；＝1昂／鶏＿1のreSO孟utionに対応しているのでy”∈Zであ
り，yのG－orbitの閉包はy”を含むθ）で，y∈Zとなることがわかります．　　　　　■
　M：＝π（Z）と惰Cけば，Lemma　2．8からMはy∩．4（X）58〃Gの◎pen　setとなることがわ
かり，M＝Z〃Gとなることがわかります．このMがH輌lberもpo▲ynomia1がP（n）のX上
のse㎜istable　sh飽fのS－equivalence　classのcoar8e　moduli　schemeとなります．　Langton
の定理の一般化（｛1◎］，Theorem　7．6）よりMは兎上projectiveとなることがわかります．
Example　2．9　Bridgeland氏により定義されたperverse　structure　sheafのmodl11i　space
について．
100
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　∫：γ→Xを射影多様体の間のbirational　morphismとし，R∫、（OY）＝Oxと仮定し，
さらに任意の¢∈Xについてdim∫－1（¢）≦1と仮定します．　Bridgeland氏により定義さ
れたperverse　structure　sh飽fとは
↓：F→0γ
で代表されるD〈y）の元で条件
　（a）ヌ．（F）→Oxが単射で
（b）∫ソ、（・F）→Fが全射
を満たすものでした（［3］参照）』ridgeland氏はここで出てくるFをparameter付けする
ためにQuot－schemeを用いることによりperverse　structure　8heafのmoduli　spaceの構
成をしましたが，ここでもquiver　varietyに埋め込むことにより㎜oduli　spaceを構成する
ことが出来ます．
　X上のamp｝e　Une　bundle　O苫（1）を固定してL：＝∫＊Ox（1）とおきます．さらにγ上の
ample撫e　bundle　OY（1）も固定します．　Example　2．1，2．2のようにm2》m1》m◎》◎
と取ってFのre§◎1戚わ且
陥⑭0γ（一7η21）一→レi㊦0γ（一π｝五）一一→陥⑭L⑧～m◎一→F→0
を（1）と同様の方法で作ればperverse　structure　sheaf［F→OY］は
巧⑧0γ（一η12）→γ⑱Oy（－m、）→陥⑧LΦ…m°→Oy
で表されます．
　　　B・＝H・m（吃v砲万゜（Oy（m2－⇒〉已｝1・m（ル～，％⑧H°（五⑤一m。（m、）））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑨宜om（％プ澄θ（L8獅））
とおいてこれを頭1ne　spaceと見なします．　B⊃σをperverse　sもmcもure　sheafからくる部
分をparameter付けするsubschemeとします．　G：ニGL（1）×Gゐ（陥）×GL（巧）×GL（陥）
と置けばGはB，σに自然に作用します．character
X：G→Gm；　（g，go，g1，g2，）ト＞det（g）αdet（go）α⑪det（g1）α1　det（g2）α2
を，α＞0，αo，α1，α2＜0となるように取れば，σはBの（Xに関する）stable　pointの
集合B〈X）sに含まれます．そこでgeometric　qu◎t輌ent　U／（蘭を取ることが出来て，これが
ρe∫veTse　stm£斑re§heafのmodu銭sρaceとなります．
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